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LES SURFACES A` COURBURE INTE´GRALE BORNE´E AU
SENS D’ALEXANDROV
par
Marc Troyanov
Re´sume´. — Dans les anne´es 1940-1970, Alexandrov et l’“E´cole de Leningrad”
ont de´veloppe´ une the´orie tre`s riche des surfaces singulie`res. Il s’agit de surfaces
topologiques, munie d’une me´trique intrinse`que pour laquelle on peut de´finir une no-
tion de courbure, qui est une mesure de Radon. Cette classe de surfaces a de bonnes
proprie´te´s de convergence et elle est remarquablement stable par rapport a` diverses
constructions ge´ome´triques (recollements etc.). Elle englobe les surfaces polye´drales
ainsi que les surfaces riemanniennes de classe C2 ; ces deux classes formant des par-
ties denses de l’espace des surfaces d’Alexandrov. Toute surface singulie`re qu’on
peut raisonnablement imaginer est une surface d’Alexandrov et de nombreuses pro-
prie´te´s ge´ome´triques des surfaces lisses s’e´tendent et se ge´ne´ralisent aux surfaces
d’Alexandrov.
Le but de cet expose´ est de donner une introduction non technique a` la the´orie
d’Alexandrov, de donner des exemples et quelques-uns des faits fondamentaux de
la the´orie. Nous pre´senterons e´galement un the´ore`me de classification des surfaces
(compactes) d’Alexandrov.
AMS Mathematics Subject Classification: 53.c45
1. Introduction
L’objet que nous appelons “surface” n’est pas de´fini de fac¸on univoque, et le choix
d’un outillage plutoˆt qu’un autre nous incite a concevoir une surface comme un ob-
jet diffe´rentiable, polye´dral, (semi)alge´brique ou autre. Nous croyons de´finir un type
d’objets et finissons par en e´tudier un autre. Souvenons-nous du ce´le`bre e´pisode du
mouchoir de Lebesgue. On raconte que, suite a` un cours de Darboux ou` le maˆıtre
de´montrait que toute surface de´veloppable (i.e. localement isome´trique au plan) dans
l’espace euclidien E3 est une surface re´gle´e (c’est a` dire que par chaque point de
cette surface il passe un segment de droite de E3 qui est contenu dans la surface),
Mots clefs. — surfaces d’Alexandrov, courbure borne´e.
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le jeune Lebesgue posa sur la table un mouchoir froisse´ : ce mouchoir est une sur-
face de´veloppable; elle n’est pas re´gle´e. Darboux faisait de la ge´ome´trie diffe´rentielle,
Lebesgue observe que dans la nature les surfaces sont rarement lisses.
Pouvons-nous unifier, et non opposer, la ge´ome´trie diffe´rentielle lisse de Darboux et
la ge´ome´trie froisse´e de Lebesgue ? Y a-t-il une the´orie non triviale qui englobe toute
les surfaces que nous pouvons raisonnablement concevoir ? Dans cet article, je me
propose d’esquisser a` traits grossiers, la solution que A.D. Alexandrov et ses e´le`ves ont
donne´e a` ce proble`me dans leur travaux sur les surfaces durant les anne´es 1940-1970.
Avant d’aller plus loin, voyons un premier proble`me qui semble facile a` formuler.
Nous appellerons surface lisse une varie´te´ riemannienne (S, g) de dimension 2, et nous
appellerons surface polye´drale un espace me´trique qui est localement isome´trique a`
un polye`dre (convexe ou non) de dimension 2. Nous pouvons alors poser le
Proble`me 1.
(a) Toute surface lisse est-elle limite d’une suite de surfaces polye´drales ?
(b) Toute surface polye´drale est-elle limite d’une suite de surfaces lisses ?
(c) Quelles sont les invariants ge´ome´triques qui passent a` la limite pour ces conver-
gences ?
Le lecteur aura remarque´ que la question n’est pas bien formule´e : de quel type de
convergence parle-t-on ? mais laissons cette question pour l’instant.
Le proble`me 1c) est d’une importance fondamentale, si nous voulons pouvoir passer
d’un type de surface a` un autre : du monde lisse au monde polye´dral. Il faut com-
prendre quels invariants ge´ome´triques restent stables. Or ce proble`me est difficile et
les premie`res observations donnent des re´ponses plutoˆt de´courageantes.
◦ Le premier exemple est le lampion de H. A. Schwarz [16]. Il s’agit d’un exemple
bien connu d’une suite de polye`dres (non convexes) Pi qui converge vers un
cylindre dans l’espace euclidien. L’aire A de ce cylindre est finie mais l’aire de
Pi tend vers +∞ avec i (plus ge´ne´ralement on peut ajuster les parame`tres des
polye`dres pour obtenir une suite {Pi} dont l’aire tend vers un nombre choisi
arbitrairement dans l’intervalle [A,+∞], voir [14, p. 117]). Ce phe´nome`ne et
d’autres relie´s est e´tudie´ dans l’article [15].
◦ Un second exemple de non convergence est le groupe des isome´tries : une surface
limite peut a` priori avoir de nombreuses syme´tries lors meˆme que les surfaces
approchantes en sont de´pourvues. Pour s’en rendre compte, on peut admirer la
Ge´ode de la Cite´ des Sciences a` Paris. Cette belle construction est une approx-
imation tre`s convaincante d’une sphe`re par une surface polye´drale (triangule´e).
La plupart des sommets de ce polye`dre sont de valence six : il s’y rencontre 6 tri-
angles. Mais la ge´ode pre´sente ici et la` quelques “de´fauts” qui sont des sommets
de valence 5. Ces de´fauts ont pour conse´quences que la ge´ode posse`de en re´alite´
tre`s peu de syme´tries alors qu’elle approxime la tre`s syme´trique sphe`re. Et il
ne s’agit bien suˆr pas d’une maladresse des inge´nieurs qui ont conc¸u la ge´ode,
mais bien d’un proble`me intrinse`que a` la ge´ome´trie (et en fait la topologie) de
la sphe`re.
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Exercice : De´crire toutes les triangulations d’une sphe`re dont chaque sommet est de
meˆme valence.
Ces exemples suffiront a` nous convaincre que l’e´tude des convergences de surfaces
nous confronte a` d’inte´ressantes questions ge´ome´triques et qu’il peut-eˆtre utile de
formaliser un peu mieux les questions du proble`me 1.
Proble`me 1’. Fixons une surface topologique S, on souhaite de´finir un espaceM(S)
contenant toutes les me´triques “raisonnables” sur S et munir cet espace d’une topolo-
gie pour laquelle les me´triques polye´drales sur S et les me´triques riemanniennes sur
S forment des parties denses.
On veut aussi de´crire les invariants ge´ome´trique qui de´finissent des fonctions continues
sur M(S).
Les surfaces a` courbure inte´grale borne´e au sens d’Alexandrov fournissent une re´ponse
ade´quate a` ce proble`me.
De nombreux re´sultats de la the´orie des surfaces a` courbure inte´grale borne´e au sens
d’Alexandrov ont e´te´ publie´s en russe et n’ont jamais e´te´ traduits. Les re´fe´rences les
plus utiles en anglais sont les livres(1) [2, 27]. Des travaux plus re´cents sur le sujets
sont [4, 5, 7, 29]. Je pense que le sujet devrait retrouver une nouvelle jeunesse no-
tamment en raison des de´veloppements intenses de la ge´ome´trie diffe´rentielle discre`te,
voir par exemple les livres [6, 13].
2. De´finition des surfaces d’Alexandrov
Fixons une surface topologique S que nous supposons pour simplifier compacte, sans
bord et oriente´e(2).
De´finition Une me´trique a` courbure inte´grale borne´e au sens d’Alexandrov sur S est
la donne´e d’une fonction continue
d : S × S → R
telle que
(i) d est une distance et cette distance de´finit la topologie de varie´te´ sur S;
(ii) l’espace me´trique (S, d) est convexe au sens de Menger, c’est a` dire qu’entre deux
points x, y ∈ S il existe toujours un point milieu z tel que d(x, z) = d(z, y) =
1
2d(x, y);
(iii) la distance d sur S est limite uniforme de distances associe´es a` une suite de
me´triques riemanniennes sur S pour laquelle l’inte´grale de la valeur absolue de
la courbure est uniforme´ment borne´e.
(1)Notons que le livre [2] d’Alexandrov et Zalgaller est disponible en ligne sur le site de l’American
Mathematical Society. Je recommande la lecture de l’introduction et du chapitre 1.
(2)Rappelons qu’une surface est orientable si elle ne contient aucun ouvert home´omorphe au ruban
de Mo¨bius.
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Il est bien connu que la condition (2) est e´quivalente a` demander que la me´trique
d est ge´ode´sique, i.e. que toute paire de points x, y ∈ S peut eˆtre relie´e par une
courbe de longueur d(x, y) (voir [22, the´ore`me 2.6.2]). La troisie`me condition justifie
l’appellation “courbure inte´grale borne´e”. Pour pre´ciser ce qu’elle signifie, nous avons
besoin de quelques rappels et pre´liminaires.
Notons Met(S) l’ensemble des me´triques ve´rifiant les conditions (i) et (ii). La distance
uniforme entre deux e´le´ments d1, d2 ∈ Met(S) est de´finie par
(1) D(d1, d2) = sup{|d1(x, y)− d2(x, y)| : x, y ∈ S}.
On dit que la me´trique d ∈ Met(S) est riemannienne si sont donne´es une structure
diffe´rentiable sur S et une me´trique riemannienne g ∈ Γ(S2T ∗(S)) telles que
d(x, y) = inf
∫ 1
0
√
g(γ˙(t), γ˙(t))dt,
ou` l’infimum est pris sur l’ensemble de tous les chemins diffe´rentiables γ : [0, 1] → S
tels que γ(0) = x et γ(1) = y.
Rappelons maintenant ce que sont l’aire et la courbure de g. Sur tout ouvert simple-
ment connexe U de S, on peut construire deux formes diffe´rentielles θ1, θ2 ∈ Ω1(U)
telles que θ1 ∧ θ2 est d’orientation positive et
g = (θ1)2 + (θ2)2 = θ1 ⊗ θ1 + θ2 ⊗ θ2.
Une paire de 1-formes θ1, θ2 ve´rifiant l’e´quation ci-dessus s’appelle un corepe`re mobile.
L’e´toile de Hodge, est l’endomorphisme ∗ : Ωk(S) → Ω2−k(S) (k = 0, 1, 2) ve´rifiant
les conditions
∗(1) = θ1 ∧ θ2, ∗(θ1 ∧ θ2) = 1, ∗θ1 = θ2, ∗θ2 = −θ1
pour tout corepe`re orthonorme´ θ1, θ2 d’orientation positive. La forme de connexion
associe´e au corepe`re θ1, θ2 est la 1-forme ω ∈ Ω1(U) de´finie par
(2) ω = −(∗dθ1)θ1 − (∗dθ2)θ2,
c’est l’unique 1-forme sur U ve´rifiant les e´quations de structure d’Elie Cartan :{
dθ1 = −ω ∧ θ2
dθ2 = ω ∧ θ1.
Un petit calcul nous donne le re´sultat suivant :
Lemme 2.1. — Les formes diffe´rentielles dAg = θ1 ∧ θ2 et dω ne de´pendent pas du
choix du repe`re mobile θ1, θ2 ∈ Ω1(U), elles sont donc globalement de´finies.
On a construit deux formes diffe´rentielles de degre´ 2 sur S. Bien qu’elles ne soient
pas exactes, nous les notons dω et
dAg = θ1 ∧ θ2,
nous y pensons comme deux mesures sur S (on peut d’ailleurs montrer que dAg est
la mesure de Hausdorff de (S, d) en dimension 2).
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De´finition Nous appellerons dAg la mesure d’aire sur (S, g) et dω la mesure de
courbure. La fonction K : S → R de´finie par K = ∗dω (i.e. dω = KdAg) est
la courbure Gaussienne de g (la courbure Gaussienne est donc la de´rive´e de Radon
Nikodym de dω par rapport a` dAg). Remarquons que la mesure de courbure dω est
invariante par homothe´tie, et rappelons qu’un re´sultat fondamental de la ge´ome´trie
des surfaces, la formule de Gauss-Bonnet, dit que l’inte´grale de la courbure d’une
surface close (S, g) est e´gale a` sa caracte´ristique d’Euler χ(S) :∫
S
dω = 2piχ(S).
Nous de´finissons aussi les mesures
dω+ = K+dAg, dω− = K−dAg et d|ω| = |K|dAg,
ou` K+ = max{K, 0} et K− = max{−K, 0}. Observons que
dω = dω+ − dω−, d|ω| = dω+ + dω−.
Avec ces rappels, nous pouvons terminer la de´finition des me´triques a` courbure
inte´grale borne´e. La condition (iii) signifie qu’il existe une suite de me´triques rie-
manniennes {gj} sur S telle que
D(dgj , d)→ 0 et sup
j∈N
∫
S
dω+gj <∞.
La formule de Gauss-Bonnet entraˆıne que
∫
S
d|ωj | est aussi borne´e et le the´ore`me
de Banach-Alaoglu nous dit alors qu’il existe une mesure de Radon dω sur S et une
sous-suite {gj′} de {gj} telle que
dωgj′ → dω
faiblement(3).
The´ore`me 2.2. — La mesure de Radon dω = limj′ dωgj′ est bien de´finie sur la
surface me´trique (S, d), elle ne de´pend pas de la suite {gj} choisie.
Ce re´sultat est un cas particulier du the´ore`me 6.1 ci-dessous. Il n’est pas banal
puisqu’a` priori la courbure de´pend des de´rive´es jusqu’a` l’ordre 2 du tenseur me´trique
et que la convergence conside´re´e est une convergence uniforme.
De´finition La mesure limite dω s’appelle la mesure de courbure de la surface
d’Alexandrov (S, d).
Observons que la formule de Gauss-Bonnet est ve´rifie´e pour toute surface d’Alexandrov
a` cause de la continuite´ des inte´grales pour la convergence faible des mesures. Le
corollaire 7.5 ci-dessous nous dit qu’il n’y a pas d’autre condition : toute mesure de
Radon sur une surface close compatible avec la formule de Gauss-Bonnet est une
mesure de courbure pour une me´trique d’Alexandrov sur S.
(3)Dire que dωgj′ → dω faiblement signifie que
R
S fdωgj′ →
R
S fdω pour toute fonction continue
f ∈ C(S). Cette condition entraˆıne que ωgj′ (E)→ ω(E) pour tout ensemble mesurable E ⊂ S dont
la frontie`re Fr(E) ve´rifie ω(Fr(E)) = 0, voir [11, p. 134].
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Remarque Ce qui est implique´ par ce the´ore`me est que l’on peut construire la mesure
dω directement a` partir de la me´trique d sur la surface S (sans passer par des ap-
proximations riemanniennes). L’ide´e de la construction est de trianguler la surface
par des triangles ge´ode´siques et de compter dans chaque triangle l’exce`s angulaire(4),
puis de faire tendre la maille de la triangulation vers 0. La construction rappelle celle
de Carathe´odory pour produire une mesure a` partir d’une mesure exte´rieure, voir [2,
chap. 5].
La de´finition des surfaces a` courbure inte´grale borne´e au sens d’Alexandrov que nous
avons donne´e n’est pas la de´finition donne´e par Alexandrov dans [2], et c’est donc
un the´ore`me. La manie`re dont Alexandrov de´finit les surfaces a` courbure inte´grale
borne´e est synthe´tique, i.e. purement me´trique. Il demande que l’exce`s angulaire
total de toute famille de triangles simples dans S dont les inte´rieurs sont deux a` deux
disjoints soit borne´ uniforme´ment. Cette de´finition est explique´e en de´tails aux pages
4–6 de [2], voir aussi [27, 71-74].
3. Surfaces d’Alexandrov obtenues par recollement
Il nous faut des exemples. Conside´rons une famille finie {T1, T2, . . . , Tm} de triangles
Riemanniens, c’est a` dire de varie´te´s home´omorphes a` un disques, munies de me´triques
riemanniennes dont le bord est de classe C2 par morceaux avec trois points anguleux.
Recollons ces triangles selon une triangulation prescrite de notre surface S en recollant
les paires de coˆte´s par des isome´tries. On obtient un espace me´trique (de longueur)
home´omorphe a` S qui est une surface d’Alexandrov dont la mesure de courbure est
donne´e par
dω = dω0 + dω1 + dω2,
ou` dω2 est absolument continue par rapport a` la mesure d’aire et donne´ par
dω2 = KdA
a` l’inte´rieur de chaque triangle. La mesure dω0 est une mesure discre`te supporte´e par
les sommets de la triangulation, telle que pour chaque sommet p, on a
ω0({p}) = 2pi − (la somme des angles des triangles Ti incidents au sommet p).
Finalement la mesure dω1 est supporte´e par les areˆtes de la triangulation, et sur
chaque areˆte a = Ti ∩ Tj , on a
dω1 = (k+ − k−)ds
ou` k+ et k− sont les courbures ge´ode´siques de a vues dans chacun des deux triangles
adjacents a` a oriente´s de fac¸on cohe´rente avec un choix d’orientation de l’areˆte.
Une surface polye´drale est une surface obtenue par recollement de triangles euclidiens
(au sens classique, i.e. dont le bord est forme´ de trois segments de droites). La mesure
de courbure est alors concentre´e aux sommets de la triangulation et au voisinage de
(4)de fac¸on na¨ıve, l’exce`s angulaire d’un triangle est e´gal a` (somme des angles - pi); mais la notion
d’angle n’est pas vraiment bien de´finie et Alexandrov la remplace part une notion d’angle supe´rieur
(upperangle).
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chaque sommet, la surface est localement isome´trique a` un coˆne euclidien. Pour cette
raison une surface polye´drale s’appelle aussi une surface euclidienne a` singularite´s
coniques. Inverse´ment, toute surface d’Alexandrov dont la mesure de courbure est
discre`te est une surface polye´drale.
Voyons quelques exemples. Conside´rons la surface d’un cube (que nous pouvons
trianguler si nous le de´sirons). Les faces sont plates et donc dω2 = 0, les areˆtes sont
ge´ode´siques vues de chaque face incidentes et donc dω1 = 0. Les huit sommets sont
incidents chacun a` 3 angles de pi2 , nous avons donc
ω(p) = pi − 3pi
2
=
pi
2
,
en chacun des huit sommets. On ve´rifie directement la formule de Gauss-Bonnet :∫
S
dω =
∫
S
dω0 = 8× pi2 = 4pi = 2piχ(S
2).
Comme second exemple, conside´rons une boˆıte de conserve. C’est un cylindre eu-
clidien de rayon r et de hauteur h comple´te´ par son fond et son couvercle qui sont
deux disques euclidien D1, D2 de rayon r. On peut trianguler topologiquement les
diffe´rentes pie`ces de cette boˆıte de conserve si on le de´sire. Le cylindre et les deux
disques sont des surfaces plates, donc la courbure se concentre sur les deux cercles
bordant les deux disques. Ces cercles sont ge´ode´siques comme courbes dans le cylin-
dre, et comme courbes dans les disques Di ils sont de courbure ge´ode´sique constante
k = 1r . On a donc dω0 = dω2 = 0 et
dω1 =
1
r
ds|∂D1 +
1
r
ds|∂D2 .
On ve´rifie a` nouveau la formule de Gauss-Bonnet :∫
S
dω =
∫
S
dω1 =
1
r
Long(∂D1) +
1
r
Long(∂D2) =
1
r
(2pir + 2pir) = 4pi.
4. Structure conforme et uniformisation des surfaces lisses
Dans ce paragraphe, nous conside´rons des me´triques riemanniennes lisses. Rappelons
qu’une me´trique g˜ sur la surface diffe´rentiable S est une de´formation conforme de g
s’il existe une fonction u : S → R telle que g˜ = e2ug. Si u est une constante, on dit
que la me´trique g˜ est homothe´tique a` g.
Un syte`me de coordonne´es (x, y) sur un ouvert U ⊂ S est dit conforme pour la
me´trique g s’il existe une fonction ρ : U → R telle que
g = ρ(x, y)(dx2 + dy2).
Ces coordonne´es s’appellent aussi des coordonne´es isothermes.
De´finition. Le laplacien de u par rapport a` la me´trique g est de´fini par
∆gu = − ∗ d ∗ du,
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c’est a` dire ∆gudA = −d ∗ du. Le laplacien est un ope´rateur elliptique, il s’e´crit en
coordonne´es
∆gu = − 1√
det(gij)
2∑
µ,ν=1
∂
∂xµ
(
gµν
√
det(gij) · ∂u
∂xν
)
.
Dans le cas des coordonne´es conformes, si g = ρ(x, y)(dx2 + dy2), alors
∆gu = − 1
ρ(x, y)
(
∂2u
∂x2
+
∂2u
∂y2
)
.
Proposition 4.1. — Toute surface riemannienne lisse admet des coordonne´es con-
formes au voisinage de chacun de ses point.
Preuve. Soit U ⊂ S un ouvert dans lequel est de´fini un corepe`re mobile θ1, θ2 ∈
Ω1(U) tel que g = (θ1)2+(θ1)2. Alors θ˜1 = euθ1, θ˜2 = euθ2 est un repe`re mobile pour
la me´trique g˜ = e2ug, et un examen des e´quations de structures montre facilement
que les formes de connexions ω et ω˜ sont relie´es par l’e´quation
ω˜ = ω − ∗du.
Par conse´quent
(3) dω˜ = dω − d ∗ du.
Les mesures d’aires des me´triques g et g˜ sont donne´es par dA = θ1 ∧ θ2 et dA˜ =
θ˜1 ∧ θ˜2 = e2udA. L’e´quation (3) peut donc s’e´crire
(4) K˜e2u = K +∆gu.
Choisissons une fonction u : U → R telle que ∆gu = −K, alors g˜ = e2ug est une
me´trique plate (i.e. de courbure nulle) sur U et on peut donc trouver au voisinage de
chaque point de U des coordonne´es euclidiennes telles que g˜ = dx2 + dy2. Dans ce
voisinage on a donc
g = e−2u(dx2 + dy2).
Remarques 1) Ce the´ore`me s’appelle classiquement le “the´ore`me d’existence de
coordonne´es isothermes”. Il a une histoire inte´ressante, il remonte a` Gauss dans le
cas ou` la me´trique g est analytique. En 1914-16, Korn et Lichtenchtein [19, 20]
de´montrent ce re´sultats en supposant que g est seulement Ho¨lder continue, et Chern
[8] a simplifie´ leur preuve en 1955. Les travaux d’Ahlfors et Bers ont permis d’e´tendre
ce re´sultat au cas des surfaces dont la me´trique est seulement mesurable, sous certaines
conditions.
2) L’e´quation (4) joue un roˆle fondamental en ge´ome´trie des surfaces. Remarquons
qu’en inte´grant cette e´quation, on trouve∫
S
K˜dA˜ =
∫
S
K˜e2udA =
∫
S
KdA+
∫
S
∆gudA,
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or
∫
S
∆gudA = −
∫
S
d ∗ du = 0 par la formule de Stokes, donc∫
S
K˜dA˜ =
∫
S
KdA.
Cette identite´ est compatible avec la formule de Gauss-Bonnet.
Corollaire 4.2. — Toute me´trique riemannienne g sur une surface diffe´rentiable
oriente´e de´finit une structure complexe.
Preuve. On peut construire un atlas oriente´ sur (S, g) dont tous les syte`mes de coor-
donne´es sont conformes. Les changements de coordonne´es ve´rifient alors les conditions
de Cauchy-Riemann et sont donc holomorphes.
On peut aussi aussi observer que l’e´toile de Hodge de´finit par dualite´ une structure presque
complexe J : TS → TS, or en dimension re´elle 2, toute structure presque complexe est
inte´grable. Cet argument prouve a` la fois la proposition et le corollaire.
Nous pouvons maintenant citer le the´ore`me d’Uniformisation de Poincare´-Koebe.
The´ore`me 4.3. — Toute me´trique riemannienne g sur une surface compacte est une
de´formation conforme d’une me´trique h a` courbure constante.
Une esquisse de preuve. Soit (S, g) une surface riemannienne compacte et sans
bord. Supposons d’abord que χ(S) = 0, alors
∫
S
KdA = 0. On sait alors qu’il existe
une solution u ∈ C∞(S) de l’e´quation
(5) ∆gu = −K.
L’e´quation (4), entraˆıne que h = e2ug est une me´trique de courbure identiquement
nulle.
Dans le cas ou` χ(S) < 0, le raisonnement est semblable. On re´soud l’e´quation non
line´aire
(6) ∆gu− K˜e2u = 1.
La me´trique h = e2ug est alors une me´trique de courbure constante −1; l’e´quation
(6) peut se re´soudre par une me´thode variationnelle, c’est ce qui a e´te´ fait en 1969
par Melvyn Berger [3, 1]. On peut aussi re´soudre cette e´quation par des me´thodes
de flot de Ricci. Dans le cas ou` χ(S) > 0, l’argument ne marche pas pour des
raisons techniques assez subtiles. On peut contourner la difficulte´ en introduisant une
singularite´, voir [32, p. 624].
Dans la suite de cet article, nous normaliserons les me´triques a` courbure constante
en demandant que K = −1 si χ(S) < 0 et K = +1 si χ(S) > 0. Si χ(S) = 0 alors
K = 0 et on normalise la me´trique en demandant que (S, h) soit d’aire = 1.
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5. Fonction de Green et potentiel
L’inverse du laplacien est donne´ par la fonction de Green (voir [1, 9]) :
The´ore`me 5.1. — Soit (S, h) une surface riemannienne lisse, compacte et sans
bord. Alors il existe une unique fonction G : S × S → R ∪ {+∞} ve´rifiant les
conditions suivantes :
(a) G est C∞ sur S × S \ {(x, x) ∣∣x ∈ S};
(b) G(x, y) = G(y, x);
(c) |G(x, y)| ≤ C · (1 + | log d(x, y)|);
(d)
∫
S
G(x, y)dAh(y) = 0;
(e) Pour toute fonction u ∈ C2(S), on a
u(x) =
∫
S
G(x, y)∆u(y)dAh(y) +
1
Aire(S)
∫
S
u(y)dAh(y).
Proposition 5.2. — Soit µ une mesure de Radon d’inte´grale nulle sur S, alors la
fonction
(7) u(x) =
∫
S
G(x, y)dµ(y)
ve´rifie l’e´quation ∆u = µ au sens faible.
Preuve Soit ϕ une fonction test, i.e. ϕ ∈ C∞(M), et notons ϕ = 1Aire(S)
∫
S
ϕ(y)dAh(y).
Alors on a ∫
S
ϕ(x) ·∆u(x) dA(x) =
∫
S
∆ϕ(x) · u(x) dA(x)
=
∫
S
∫
S
∆ϕ(x)G(x, y) dµ(y)dA(x)
=
∫
S
∫
S
G(x, y)∆ϕ(x) dA(x)dµ(y)
=
∫
S
(ϕ(y)− ϕ) dµ(y)
=
∫
S
ϕ(y)dµ(y).
De´finition On dit que la fonction u de´finie par l’e´quation (7) est le potentiel de la
mesure dµ relativement a` la me´trique h.
Nous pouvons dire un certain nombre de choses d’une fonction u qui est potentiel d’une
mesure. Tout d’abord u est d’inte´grale nulle, et u est diffe´rence de deux fonctions
sous-harmoniques. La re´gularite´ de u peut se de´crire par
u ∈
⋂
p<2
W 1,p(S),
LES SURFACES a` COURBURE INTe´GRALE BORNe´E AU SENS D’ALEXANDROV 11
(voir [30, the´ore`me 9.1]), de plus on a
sup
0<ε≤1
√
‖∇u‖L2−ε(S) ≤ C(h, |µ|(S))
(voir [18, the´ore`me 2]). La fonction u est en outre approximatevement diffe´rentiable
presque partout et on a
‖ap∇u‖∗L2,∞(S) ≤ C(h, |µ|(S))
ou` L2,∞(S) est un espace de Lorentz (voir [10, the´ore`me 2]).
Dans la suite, on notera V (S, h) l’ensemble des fonctions u sur S telles que µ = ∆hu
est une mesure. Pour toute fonction u ∈ V (S, h) et tous x, y ∈ S, on note
(8) dh,u(x, y) = inf
{∫ 1
0
eu(α(t))|α˙(t)|hdt
∣∣α ∈ C(x, y)}
ou` C(x, y) est l’ensemble des chemins α : [0, 1]→ S, de classe C1 tels que α(0) = x et
α(1) = y. Il est clair que dh,u est une pseudo-me´trique, i.e. que dh,u est syme´trique
et ve´rifie l’ine´galite´ du triangle, de plus 0 ≤ dh,u(x, y) ≤ ∞ pour tous x, y ∈ S.
Proposition 5.3. — La pseudo-me´trique dh,u est se´parante, i.e. dh,u(x, y) > 0 si
x 6= y. De plus dh,u(x, y) <∞ pour toute paire de points x, y ∈ S telle que µ({x}) <
2pi et µ({y}) < 2pi ou` µ est la mesure ∆hu.
Ce re´sultat a e´te´ observe´ par Youri Reshetnyak. Il se de´duit facilement des lemmes
4.1 et 4.2 de [33]. Un point x tel que ∆hu({x}) = 2pi s’appelle un cusp. Il peut se
situer a` distance finie ou infinie.
Re´sumons ce que nous disent les conside´rations pre´ce´dentes : si (S, h) est une surface
riemannienne compacte et µ est une mesure de Radon sur S d’inte´grale nulle et telle
que µ({x}) < 2pi pour tout x ∈ S, et u est le potentiel de µ, alors g = e2uh est
une me´trique riemannienne singulie`re sur S pour laquelle la pseudo-distance associe´e
(de´finie par (8)) est une vraie distance.
On verra bientoˆt que (S, dh,u) est une surface a` courbure inte´grale borne´e au sens
d’Alexandrov.
6. The´ore`mes de convergence
Un re´sultat fondamental dit que la mesure de courbure d’une surface a` courbure
inte´grale borne´e au sens d’Alexandrov de´pend continuˆment de la me´trique, c’est le
the´ore`me 6 page 240 de [2, chap. 7].
The´ore`me 6.1. — Soit (S, d) une surface a` courbure inte´grale borne´e au sens
d’Alexandrov compacte et {dj} une suite de me´trique a` courbure inte´grale borne´e
convergeant vers d dans la topologie uniforme. Alors la mesure de courbure de (S, d)
est limite faible des mesures de courbure de {(S, dj)}, i.e.
D(dj , d)→ 0 =⇒
∫
S
f(x)dωj(x)→
∫
S
f(x)dω(x)
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pour toute fonction continue f sur S, ou` dωj est la mesure de courbure de (S, dj) et
dω est la mesure de courbure de (S, d).
En 1960, Youri Reshetnyak de´montre a` l’inverse que la me´trique de´pend continuˆment
de la mesure de courbure, a` condition qu’il n’y ait aucun cusp et que la structure
conforme soit fixe´e, c’est le The´ore`me III de [24] :
The´ore`me 6.2. — Soit (S, h) une surface riemannienne lisse et {dµ+n }, {dµ−n } deux
suites de mesures de Radon sur S convergeant faiblement vers les mesures dµ+ =
limn→∞ dµ+n et dµ
− = limn→∞ dµ−n . Supposons que µ
+({p}) < 2pi pour tout point
p ∈ S. Notons un le potentiel de dµn = dµ+n+dµ−n et u le potentiel de dµ = dµ++dµ−,
alors
dh,un → dh,u
dans la topologie uniforme.
Corollaire 6.3. — Soit (S, h) une surface riemannienne compacte lisse et µ une
mesure de Radon sur S d’inte´grale nulle et telle que µ({x}) < 2pi pour tout x ∈ S.
Soit u le potentiel de µ, alors la me´trique dh,u de´finie par (8) est une me´trique a`
courbure inte´grale borne´e au sens d’Alexandrov. La mesure de courbure de (S, dh,u)
est donne´e par
(9) dω = KhdAh + dµ.
Preuve Donnons-nous une suite de mesures lisses dµj = ϕjdAh qui converge faible-
ment vers dµ. Soit uj le potentiel de dµj , alors gj = e2ujh est une me´trique lisse et
la distance associe´e dj converge vers dh,u pour la topologie uniforme par le the´ore`me
6.2. Donc (S, dh,u) est une surface a` courbure inte´grale borne´e au sens d’Alexandrov
par de´finition. L’identite´ (9) se de´duit alors de (4) par passage a` la limite.
Le re´sultat suivant dit que la structure conforme est de´termine´e par la me´trique dh,u.
The´ore`me 6.4. — Soient (S, h) et (S′, h′) deux surfaces riemanniennes compactes
lisses et u ∈ V (S, h), u′ ∈ V (S′, h′). Notons dh,u, respectivement dh′,u′ , les me´triques
d’Alexandrov associe´es a` euh et eu
′
h′.
Si f : (S, dh,u) → (S′, dh′,u′) est une isome´trie, alors f est une transformation con-
forme de (S, h) vers (S′, h′).
La preuve peut se de´duire d’un the´ore`me de Menchoff (1937) en the´orie des applica-
tions quasi-conformes qui dit que tout home´omorphisme 1-quasi-conforme entre deux
surfaces est une application conforme (voir [21, 12]).
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7. Structure conforme et uniformisation des surfaces d’Alexandrov
Reshetnyak [25] (voir aussi [17]) a de´montre´ a` partir du the´ore`me 6.2 que toute
me´trique d’Alexandrov sur une surface S de´termine une structure conforme.
The´ore`me 7.1. — Soit (S, d) une surface a` courbure inte´grale borne´e au sens
d’Alexandrov compacte sans cusp. Alors il existe une me´trique riemannienne h et
une fonction u ∈ V (S, h) telle que
d = dh,u.
Corollaire 7.2. — Toute me´trique a` courbure inte´grale borne´e d au sens d’Alexandrov
sans cusp sur une surface compacte S oriente´e de´finit une structure complexe sur
cette surface.
Preuve. Le the´ore`me pre´ce´dent nous dit que d = dh,u ou` h est une me´trique rie-
mannienne et u ∈ V (S, h). Le corollaire 4.2 permet de de´finir une structure complexe
sur (S, h) et le the´ore`me 6.4 entraˆıne que cette structure complexe est uniquement
de´termine´e.
Voyons quelques exemples de surfaces a` courbure inte´grale borne´e en repre´sentation
conforme :
1. Soit V un coˆne euclidien d’angle θ, alors V est isome´trique a` C muni de la
me´trique
ds2 = |z|2β |dz|2 ,
ou` β = (
θ
2pi
− 1) (cf. [31, prop.1]). Cette me´trique est donc de classe Lp pour
1 < p < −1/β si β < 0 (i.e. si θ < 2pi) et de classe L∞ si β > 0. Sa courbure
est la mesure
dω = −2piβ · δ0 ,
ou` δ0 est la mesure de Dirac en 0.
2. Conside´rons la surface S obtenue en recollant une demi-sphe`re de rayon 1 a` un
demi-cylindre de rayon 1 le long de leur bord par une isome´trie. Alors S est
isome´trique a` (C, ds2) ou` ds2 = ρ(z)|dz|2 avec
ρ(z) =

4
(1+|z|2)2 , si |z| ≤ 1 ;
1
|z|2 , si |z| ≥ 1 .
On voit donc que cette surface est de classe C1,1. Sa mesure de courbure est
absolument continue : dω = KdA avec
K(z) =
{
1 si |z| < 1 ;
0 si |z| > 1 .
3. Soit S la surface obtenue en recollant deux disques euclidiens de rayons 1 par
isome´trie le long de leur bord. Alors S est topologiquement une sphe`re mu-
nie d’une me´trique plate sur le comple´mentaire d’un cercle Σ forme´ de points
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singuliers. On montre facilement que S est isome´trique a` C ∪ {∞} muni de la
me´trique ρ(z)|dz|2 ou`
ρ(z) =
{
1 si |z| ≤ 1 ;
|z|−4 si |z| ≥ 1 .
Cette me´trique est donc de classe C0,1 (Lipschitz). Sa mesure de courbure est
donne´e par
dω = 2 · ds|Σ,
ou` ds|Σ est la mesure donne´e par la longueur riemannienne le long de Σ.
4. Soit P la pseudo-sphe`re de Beltrami (a` laquelle on ajoute son point a` l’infini).
Alors P est isome´trique au disque D = {z : |z| < 1} muni de la me´trique
ds2 =
|dz|2
(|z| log(z))2 .
Cette me´trique est de classe L1, l’origine est un cusp a` distance infinie et la
mesure de courbure est
dω = −dA+ 2pi · δ0.
Dans ces exemples, la mesure de courbure se calcule en conside´rant une suite de me´triques
lisses {gi} approximant convenablement la me´trique singulie`re ds2. On peut en effet ve´rifier
dans chaque exemple que KjdAj converge faiblement vers dω. Il est facile de ve´rifier la
formule de Gauss-Bonnet dans chacun de ces exemples.
Re´sumons : Une me´trique d’Alexandrov sans cusp sur une surface compacte S
de´termine les donne´es suivantes
(i) Une structure conforme sur S;
(ii) La mesure de courbure dω.
Inversement :
The´ore`me 7.3. — Pour toute structure conforme sur S et toute mesure de Radon
dω telle que
∫
S
dω = 2piχ(S) et ω({x}) < 2pi pour tout x, il existe une me´trique
d’Alexandrov sur S associe´e a` cette structure conforme et dont la mesure de courbure
est e´gale a` dω. Cette me´trique d’Alexandrov est unique a` une homothe´tie pre`s.
Preuve Donnons-nous une structure conforme sur S, que nous repre´sentons par une
me´trique riemannienne h a` courbure constante. Soit dµ = dω−KhdAh et u ∈ V (S, h)
le potentiel de dµ. Alors la me´trique dh,u a les proprie´te´s voulues.
Pour prouver l’unicite´, on conside`re une autre me´trique d’Alexandrov d′ sur S. Par
le the´ore`me de Reshetnyak 7.1, on sait qu’il existe une me´trique riemannienne h′ sur
S et une fonction u′ ∈ V (S′, h′) telles que d′ = dh′,u′ . Le the´ore`me 6.4 entraˆıne que h
et h′ sont conforme´ment e´quivalente, i.e. il existe une fonction v ∈ C∞(S) telle que
h′ = e2vh. Quitte a` remplacer u′ par u′ + v, on peut donc supposer que h = h′. On
a donc d′ = dh,u′ dont la mesure de courbure est dω, par conse´quent
∆hu′ = dω −KhdAh = ∆hu.
Ainsi ∆h(u′ − u) = 0 et (u′ − u) est donc constante.
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Ce re´sultat peut-eˆtre vu comme un the´ore`me de classification des surfaces
d’Alexandrov. Soit S une surface compacte oriente´e, notons M0(S) l’espace des
me´triques a` courbure inte´grale borne´e sur S sans cusp, C(S) l’espace des structures
conformes et R2pi(S) l’espace des mesures de Radon dω sur S telles que∫
S
dω = 2piχ(S) et ω({x}) < 2pi pour tout x ∈ S.
Alors le the´ore`me pre´ce´dent dit que
M0(S) = C(S)×R2pi(S)× R+.
(ou` terme R+ controˆlant le facteur d’homothe´tie). Notons que l’espace des mesures de
Radon sur S est lui-meˆme un espace me´trisable localement complet (cf. par exemple
[11]) et que l’espace des structures complexes est bien compris, notamment via le
point de vue de la the´orie de Teichmu¨ller.
Voyons quelques conse´quences de ce the´ore`me. La premie`re conse´quence est le re´sultat
suivant sur les surfaces euclidiennes a` singularite´s coniques (voir [31]).
Corollaire 7.4. — Soit S une surface close, x1, x2, · · · , xn des points de S et
θ1, θ2, · · · θn > 0. Supposons que
∑
i(2pi − θi) = 2piχ(S), alors pour toute structure
conforme sur S, il existe une me´trique polye´drale conforme sur S ayant en xi une
singularite´ conique d’angle θi (i = 1, · · · , n). Cette me´trique est unique a` homothe´tie
pre`s.
Preuve Il suffit d’appliquer le the´ore`me pre´ce´dent a` la mesure discre`te
dω =
∑
i
(2pi − θi)δxi .
Corollaire 7.5. — Toute mesure de Radon dω sur S telle que
∫
S
dω = 2piχ(S) et
ω({x}) < 2pi pour tout x est la mesure de courbure d’une me´trique d’Alexandrov.
Corollaire 7.6. — Toute surface d’Alexandrov est limite d’une suite de surfaces
polye´drales.
Preuve Il suffit d’approximer la mesure de courbure de la surface d’Alexandrov
donne´e par une suite de mesures discre`tes.
Rappelons que selon notre de´finition, toute surface d’Alexandrov est trivialement
limite d’une suite de surfaces riemaniennes.
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